
説 苑

　　　等分位データによる

所得不平等度推計の一問題点

豊　田 敬

　0．所得分布の統計は通常，データの個数が大きいために，各個人の所

得額を全て並べた個別データではなく，それを整理要約した階層別データ

の形で与えられる。階層別データは・同一階層内の不平等を無視したデー

タであるため，このデータを用いてジニ集中係数などの不平等尺度で不平

等度を推計すると，不平等度を過小評価することになる。したがって・不

平等度を推計する場合，この過小評価を最小にするような階層区分のなさ

れたデータを用いれば，最良の階層別データを用いた推計であると考える

ことができる。

　過小評価を最小にする階層区分は，一般に所得分布の形に左右され，ま

た使用する尺度により異なる。本稿では，ジニ集中係数・変動係数で不平

等度を推計する場合，最良の階層区分が等分位であるような所得分布は一

様分布であることを示す。

　わが国の代表的な所得（資産）分布統計である「家計調査」やr貯蓄動　壬

向調査」の報告書に5分位の等分位階層別データが公表されていることに　工

みられるように，所得分布の統計が5分位・10分位などの等分位データの

型式に整理されることは少なくない。等分位の階層別データは，各階層の

所得額の占める割合を比較する際に直裁簡明であり・しかもローレンツ曲
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線による比較が容易であるなど，他の階層別データと較べ，不平等比較に

用いる場合，便利なデータである。しかしながら，現実の所得分布が一様

分布で近似されるようなことはほとんどありえないので，本稿において得

られる結果によれば，ジニ集中係数や変動係数で不平等度を推計する場合，

等分位の階層別データは必ずしも良い階層別データではないということに

なる。実際の不平等陵推計の際，このことは相対的には重要ではないかも

しれないが・一応，記憶に留めておいてもよい問題点ではあると考えられ

る。
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　1．所得分布の密度関数を∫（％）　（0く劣＜。。），　その累積分布関数を

F（κ），そしで平均所得をμ（＜。。）とする。また・∫（ガ）は連続・そして

ゴIF（ズ）／4x＝∫（エ）とし，F（・）の逆関数を一F－t（・）と表わす。

　分布∫（∬）のローレンツ曲線は

　　　φ（ρ）一夫∫「1（P）漁）4κ一1∫IF－1（麟。くカ≦1

で表わされる。φ（カ）≧0，φ〔0）＝0，φ（1）＝1であることは明らかである。

また，

　　　φ・（ρ）＝49（カ）＝1F－1（P）≧0

　　　　　　　の　　μ

　　　φ〃（P）＝♂φ（勉＝ユ〔∫（F－1（汐））〕一1≧0

　　　　　　　吻2　　μ

である。したがって，分布∫（ズ）のローレンツ曲線は座標（0・0）と座

標（1，1）とを結ぶ単調増加で凸の曲線（第1図参照）である。

　階層別所得分布データが第1表の形式で与えられているとする。分布

∫（∬）からこの階層別データが作成されたものとすれば，

　　　カ‘＝．F（夕‘）一F（夕‘一t），i＝1，2，…，”

　ただし，ヵ‘＞0，F（先）ニ0，F（伽）＝1

で’｝そして，

　　　μ‘＝μ〔φ（Pε）一φ（P‘一1）〕ρ‘」ニ1，2，…謬

　ただし，PI＝か十方2十…十P‘ナ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○
　　　　　φ（P。）＝φ（0）ニ0，φ（Pハ）＝φ（1）＝1

である。この階層別データのローレンツ曲線は単調増加で凸の折線（第1

図参照）で表わされる。
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九

　2．分布∫（κ）のジニ集中係数は

　　　G一・一2∫1φ（ρ）吻

である。一方，折線下の面積の2倍は，

　　　　　ハ　　　s＝Σρ‘〔φ（P‘）＋φ（P卜1）〕

　　　　　‘＝1

（第1図参照）であるから，階層別データのジニ集中係数は，

　　　　　　　ハ　　　C＊＝1一Σρ‘〔φ（P‘）＋φ（P‘．1）〕

　　　　　　　‘コ1

である。

　階層別データのジニ集中係数G＊が分布∫（エ）のジニ集中係数Cに

最も近くなるようにP＝（ρ、，ρ2，…，ρ知、）を定めるという問題は，θ＊

が最大になるようにPを定める問題と同等である。これはSを最小に

することである。

　　　　　ハ　し　　　S＝Σカ‘〔φ（P‘）十φ（P‘一t）〕十（1－P”一t）〔1十φ（P帰一、）〕

　　　　　‘雷1

であるから，

　　　∂s＝〔φ（Pゴ）＋φ（Pフー、）〕＋∫，ゴφ・（Pゴ）＋艶》。〔φてP，）＋φ・（P、一，）〕

　　　∂ρゴ　　　　　　　　　　　　　　f＝L

　　　　　　　　　＋ρ飾φ’（P輔一1）一〔1＋φ（P”一、）〕，ブニ1，2，・一，”一1

　　　∂s＿∂s＝〔φ（万一、）一φ（Pゴ＋、）〕＋（あ＋あ＋、）φ’（P∫），

　　　∂ρ，　砂’＋！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ＝1，2，…，”一2
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となる。したがって，Sが最小となるための必要条件は，

　　φ（P’＋！）一φ（Pゴ帰，）一（Pゴ＋！一Pゴー・）φ’（P∫）・ノー1・2・…・”一1

である。

等分位の階層別データ，すなわち論一ρ2一…塙一・／暦この必要条

件が成り立つとすると・

　　　φ（髪）一φ（号）一芸φ’（弄い一1・2・・一・例

である。ここで童■ニフ／π，ゐ＝1／”とおくと・

　　　照＋h）一撫一h）＝2んφ’（κ）　　　①

である．階層の個数”に関係なく①が成り立つために1ま・区間〕o・1〔の

臆の有理鄭で①棚立たなけれ1まならない・そこで・①が臆の

実数で成り立つとする。①より，

　　　〔φ（劣＋h）一φ（勧）〕＋〔φ（ツ＋h）一φ（y－h）〕一2h〔φ’（メ）＋φ’（ツ）〕

　　　〔φ（κ＋h）一φ（夕一h）〕＋〔φ（ツ＋h）一φ（缶一h）〕一4ゐφ’（㌘）

であるから，

　　　φ・（響）二者〔φ’（劣）＋φ’（ツ）〕

が得られる。これはイェンセンの方程式であり・その解は・

　　　φ’（エ）＝α、劣＋σ2，　σt，02：任意定数

である。したがって，

　　　φ（工）＝α工2十わエ十〇
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である。このφ（∬）は明らかに①を満足する。ここで，ローレンツ曲線

の条件を考慮に入れると，

　　　φ（ρ）＝砂2十（1一α）ρ，　0〈α≦11

が得られる。

　　　　　　　1　　　φ’（カ）＝一一一F－1（ρ）一2砂＋（1一α）

　　　　　　　μ

であるから，

　　　　　　　1　　　α一1　　　F（エ）＝　　・一ズ十・一一
　　　　　　　2σμ　　2α

である。このF（劣）は一様分布であり，その密度関数は，

　　　∫（劣）二1／2σμ，　μ（1－8）＜∬≦μ（1＋α）

である。すなわち，等分位の階層別データのとき，必要条件を満足する分

布は一様分布であることが示された。

　つぎに十分条件を調べる。

　　　∂2s　　　　　　　　　　　　　帰一1
　　　班＝2φ’（Pゴ）＋カゴφ”（Pゴ）＋，景ぞ‘〔φ”（P‘）＋φ”（P‘一t）〕

　　　　　　　　　　＋《φ”（・P”一1）一2φ〆（P㍗1），　ノ＝1，2，…，n－1

　　　ぴs　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”一t
　　　6力畝＝〔φ’（Pた）＋φ’（P記q）〕＋森φ”（P乗）＋，身‘〔φ”（君）

　　　＋φ”（・P‘一1）〕＋ρ邪φ’ノ（P鶴一1）一2φノ（、P個），ブ＜々；ブ，々ニ1，2，…，フ∫一1

であるから，
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懸認1・
とP。＝（1加，1／卯，…，1／η）を代入して計算すると，

　　蕩ヲtp＝跳一髪・翻p一玖一髪

が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　”一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　
・構1＿）キ（熱

の主小行列式は，

　　　四一（勢）七（々＋・）＞・，た一1・2・…・％一1

であるから，Aは正値定符号である。

よって，＿様分緬等分位の暗闘1データのときSは最小に樋・す

なわち，等分位の階層別データのとき・ジニ集中係数を最大にする分布は

一様分布であることが示された。

　この一様分布のジニ集中係数は，

　　　6一・一2∫1φ（ρ）ψ一号　　　　　　　三

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ、
で，η等分位の階層別データのジニ集中係数は，

　　　　　　　　α　　　σ　　　G＊＝1－S＝一一一
　　　　　　　　3　3飽2
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　　であるから，（C－G＊）／0＝1／がである。すなわち，一様分布の場合，π

　　等分位データのジニ集中係数は本来のジニ集中係数より1／がの割合で

　　不平等度を過小評価する。

　　　3．分布∫（％）の変動係数の2乗は，

　　　　　y一声∫『（卿）亨（∬）伽∫『（芸ア∫（∬）胴

　　である。階層別データの変動係数の2乗は，

　　　　　匹か〔並（君）云φ（P』）〕2－1一獣〔φ（君）一φ（几1）アー・

　　と表現できる。そこで，

　　　　　　　軸　1　　　　　P7二Σ　〔φ（Pf）一φ（P‘一1）〕2
　　　　　　　fゴψ‘

　　の最大化問題を考える。

　　　　　4＝〔φ（P‘）一φ（P阿）〕／A，　i二1，2，…，”

　　とおく。

　　　　　∂躍　　　　　　　　　　　　餌司　　　　　一一＝〔2φ’（P」）一1ゴ〕1，＋2Σ〔φ’（Pf）一φ’（・P‘一1）〕1‘

　　　　　∂φゴ　　　　　　　　　　　fニプ＋1

　　　　　　　　　　　　　一〔2φ’（P肘）一1”〕ち，　ノ＝1，2，…，”一1

五　　　　　∂四　　∂四
　　　　　一一一　　＝〔2φ〆（P」）一1」〕1ゴー〔2φ〆（Pゴ）一刀＋i〕1」＋1，
　　　　　∂ρゴ　∂ρ」＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ＝1，2，…，万一2

　　であるから，Wが最大となるための必要条件は，
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　　　（1，＋r1」）〔（ろ＋1＋1ゴ）一2φ’（Pゴ）〕＝0，ゴニ1・2・…・”一1

である。る．、≒1’であるから，実際の必要条件は，

　　　1ゴ＋上＋1F2φノ（．Pゴ），　∫ニ1，2，・一，”一1

である。

　ρ、＝カ2＝…ニρ偏＝1／”　とし，ズニブ／”，hニ1／”　とおくと・この必要条

件は，

　　　φ（ズ十h）一φ（エーh）＝2hφ’（ズ）

となる。これは①と同じであるから，等分位の階層別データのとき，階層

の個数”と関係なくこの必要条件を満足するローレンツ曲線は，

　　　φ（ρ）＝αρ2十（1一σ）ヵ，　0＜α≦11

である。このローレンツ曲線に対応する分布は一様分布であった。

　十分条件を調べる。

　　　書罪一2φ〃（乃）帰〔燗一・」遡、蒙！〔φ”（乃）一ザ（君悩

　　　　　＋氏〔姻一グ（且調一2φ厚（珠1）艦〔φ’（鑑一1）一ちア・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グ＝1，2，…，”一1

　　　　∂2W－2φ〃（P．）1，＋旦〔φ’（P．）一φ’（P，一、）〕〔φ・（Pと）一1北〕　一

　　　∂ρ，∂ゆk　　　　　　　　1り記　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　四
　　　　　　飾一t　　　　　　　　　　　　　　1　　　　＋2Σ｛〔φ”（P‘）一φ”（P‘一，）〕1‘＋〔φ’（P‘）一φ’（P‘一i）〕2｝

　　　　　　‘＝記＋1　　　　　　　　　　　ρ‘

　　　　　　　　　　　　2　　　　－2φ”（P軸一1）ち＋〔φ’（P帰一t）一ち〕2，　ノく海；痘＝1，2，…辺一1
　　　　　　　　　　　　カ”
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　　であるから，②を代入して計算すると，

　　　　　W2∂　　　　　　　　　　∂帯V　　　　　　　＝一2α2（カ」＋ρ佃），　　　＝一2α2ρ。
　　　　　∂φゴ2　　　　　　∂φゴ∂φた

　　となる。したがって，

　　　　　∂2w1　＿＿4・2　∂2四＿＿2・2
　　　　　砂ノ1＝PPo一　　”　’　aφ，∂望り記　　　π

　　で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　夘一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　B一（器1鹸一籌（繋）

　　となる。Bの主小行列式は，

　　　　　臥！一（一・）七（髪2）虻（ゐ＋1），々一・，2・…，匁一・

　　であるから，Bは負債定符号である。

　　　よって，一様分布で等分位階層別データのとき四は最大になる　すな

　　わち，等分位の階層別データのとき，変動係数が最大になる分布は一様分

　　布であることが示された。

　　　一様分布の変動係数の2乗は7＝α2／3で，”等分位階層別データの変

　　動係数の2乗は，

二二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ
べ　　　　　　　　　　　ご　　　　のル
　　　　　レ＊二　　一一一一
　　　　　　　3　3一力2

　　であるから，過小評価の割合は（7－y＊）／7＝1／ガである。
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