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ジニ係数の一般化とその分解
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0．序

　ジニ係数は，税の再分配効果の測定などにも使用される1）ことが多く，

最も普及している不平等尺度であるといっても過言ではない。本稿では，

F．Mehranと筆者とによって別個に提案されたジニ係数の一般化は同じ

である2）ということと，その分解可能性について論じる。

　Mehran〔6〕は，ジニ係数を含む「線型尺度」（linear　measure）を

提示した。この線型尺度は，ジニ係数のみならず相対平均偏差や相対範囲

を含むものである。一方，豊田〔7〕は個別データの所得分布に対して・

ジニ係数が順序統計量の1次結合として表わされる点に着目し，ジニ係数

を含み，かつローレンツ曲線による不平等比較と矛盾しない不平等尺度を

提示した。さらに，豊田〔8〕において，この尺度のクラスをrジニ型の

尺度」と称して若干の考察を加えた。

　第1節では，ピグーニドールトンの移転原理3）を満足するスコア関数を　＿

もつ線型尺度のクラスは・Mehran〔6〕における個男Uデータの所得分布男

1）たとえば，石〔3〕参照。

2）　この点に関しては，寺崎康博氏による示唆が契機となった。お礼を申し上

　げる。

3）たとえば，青木〔2〕78頁参照。
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に対する表現を訂正すれば，ジニ型の尺度と実質的には同じであることを

示す。第2節では，所得分布をいくつかのゲループの分布に分解りしたと

き，各グループ内不平等度とグループ問不平等度とに自然な形に分解でき

る線型尺度はジニ係数に限られる5）ことを示す。

1．個別データの場合の線型尺度

所得分布の累積分布関数をF（κ）（ただし，

（ただし，0＜μ＜。。）とする。Fの逆を，

ズ≧0），その平均所得をμ

F－1（！）＝iη∫倒F（ズ）≧∫｝，　弄・■∫∈〔α1〕

で定義する。Mehranの線型尺度は，

・一
ﾙ（テ1（云）一μ）四（オ）6か （1）

　ただし，仔（渉）はFの形と無関係なある与えられた関数，

と表わされる。

　W（オ）を狭義単調増加関数とすると，尺度1はピグ一二ドールトンの

移転原理を満たす6）。ピグー＝ドールトンの移転原理はローレンツ準順序

と同等マ）であるから，この尺度1による不平等比較はローレンツ曲線によ

る不平等比較と矛盾しない。

∫　1
　τ7（オ）漉＝0・

　o

（2）

九
4）ただし，各グループの分布の範囲が重なり合わないような分解である。

5）ジニ係数が分解可能であることは知られている。たとえば，青木〔2〕

　111頁，豊田〔7〕29頁参照。

6）Mehran〔6〕p．807参照。

7）たとえば，青木〔2〕79頁参照。
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を仮定しても一般性は失われない。そうすると，　（1）は，

　　　1－1∫IF－1（オ）脚）諺　　　　　　　（1う

となる。いま，”人の所得が個別データ，

　　　o“1≦1劣2≦……“鶉……　　　　　　　　（3）

で与えられているとする。この場合の（1’）をMehranは，

　　　ち一碧評（，、奪1）委　　　　（4）

と表わしている。しかし，　（3）の累積分布関数は，

　　　　　　　1　　　F（エ）二一・甥σ蝦引例≦二幻

　　　　　　”

であり，このFの逆は，

　　　F－1（’）噛∫・プ’∈（与4誘）・i一い・・フ2

　ただし，F－1（0）＝0，

であるから，F－1を定義通りに解すると，（1ノ）は，

　　　右一ゑ〔∫劉，，殉職）4弗一　　　（5）

と表わされる。

　　　娠i）一蕉、！．｝肋礁ゴーい・冗

とおくと，

　　　　　　　　　　　　　　一3一

八



　　　毒婦（（i一・）・＋ノ）一ゑ∫：：：二tll：1瓢w（∫）4ま

　　　　一∫1二）／．四（オ）伽備（∫）8）

であり，4研7（’）／認＞0ならばω．（i）はiの狭義単調増加関数であるか

ら，　（4）を（5）のように訂正すれば，ジニ型の尺度と実質的には同じ

ものになる。

　さらに，

　　　4‘ニω．（f）一ω幡（i－1），　　　f＝2，…、”

とおくと，42『（云）／4ジ〈0ならば4‘はゴの狭義単調減少関数，42罪（∫）

／認2＞0ならば4‘は∫の狭義単調増加関数である。このとき（5）は・

それぞれ逓減的移転原理（diminishing　transfer　principle）9），逓増的移

転原理を満たす尺度となる。

以下に多項式のスコア関数をもつ尺度の例を挙げる。

W（∫）＝2オー1とおけば，

　　　　　　　2f一”一1
　　ω軸（f）ニ　　　2
　　　　　　　　”

（2）を満足し，

　f＝1，…，η

七

8）豊田〔8〕（豊田〔7〕）におけるθ（”，’）（砺（∫））は吻（∫）＝β（”・∫）／”

　（＝σ底∫）／π）であるから，

　　　　　　　　　1　「　　　　σ（π，f）＝一一Σσ（”■，（∫一1）プ十ゴ），f＝1，…・”

　　　　　　　　　プゴ＝1

　　は

　　　　　　　　　ア　　　　ω勾（∫）＝Σω偽r（（f－1）r＋ゴ），　∫＝1・…”

　　　　　　　　ゴ＝1

　　となる。

9）Mehran〔6〕p．808参照。逓減的移転原理（diminishing　transfer　prin－

　　ciple）という用語はKolm〔5〕による。豊田〔8〕244頁では，逓減的移

　　転原理をrジニ係数より相対的に低所得層を重視する』という表現を用い

　　てV・る。
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である。この1次式のスコア関数をもつ線型尺度はジニ係数である。

　W（オ）ニー3ヂ＋6オー2とおけば，　（2）を満足し，

　　　鮨（f）一一3撃＋1＋3（2∫毒1）一芸・f一・・…・”

である。これはMehran〔6〕page808，1ine20，豊田〔8〕237頁第8

行の尺度である。

　W（ま）＝3β一1とおけば，（2）を満足し，

　　　　　　　3∫2－3f十1　　　1
　　　ω軸（i）＝　3　－r　i＝1，…，π
　　　　　　　　　”　　　　　　”

である。これは豊田〔7〕22頁第8行tO），豊田〔8〕237頁第6行の尺度

である。

　一般に，■次多項式のスコア関数，

　　　　　　　ザ　　　下7て’）ニΣα‘’‘

　　　　　　　‘＝o

を考えると，（σ．／（7十1））十…十（碕／（i十1））十…十〇D＝0，

そして0く∫≦11において4四（オ）／碗〉0；

42四（云）／4罫く0または4叩7（オ）／4∫2≧0となるように。‘（i＝0，1，…，r）

を定めれば，ピグー＝ドールトンの移転原理を満足する不平等尺度を作る

ことができる。このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　あ　　　　　ゴ　ヒ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　い
　　　鮨（∫）一語宰1「義（蓋）（∫易1）〕・f－1・…・”　　美

である。

10）ただし，同箇所において。、＝1，02＝0，σ3＝一1とおV・たものである。
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五

　　　　　2．線型尺度の分解

　所得分布Fが彦個のグループの所得分布Fb…｝瓦に分解されると

し，グループ全体の人数に対する各グループの人数比をカ1，…・久とす

る。また，各グループの平均所得をμ｝，…，告とする。

　　　お　　　　　　　　　　　　　　あ　　　　　　　　　　　　　　あ

　　Σρ‘ニ1，　F＝Σρ‘瓦，　　μニΣカ‘μ‘
　　ε＝1　　　　　　　　　　　‘＝t　　　　　　　　　　　‘＝t

である。

　F、，…，Ekの分布の範囲が重ならない、すなわち，

　　　M‘一、一切プ｛ズ1瓦一、（エ）一1｝＜”2‘一sゆ｛劣1瓦（κ）一〇／・∫一2ド…々

とする。このとき，

　　　F（エ）一‘量ヵゴ＋ρ‘瓦（劣），ブ・・κ∈（肱‘一1，卿‘＋1）・f－1，…，ゐ

　　　　　　井1

　ただし，∫＝1のときハ4。ニ0≦劣く魏2」＝々のとき砿一1＜％＜叫＋・＝o。・

であるから，P‘ニρt十…十方｛とおくと，

　　　F－1（∫）一F‘一・（∫一費一1）」・・’∈（君一1，P‘）・f＝1・甲”｝た

　ただし，i＝1のときP・＝0くエ≦P1，

となる。したがって，所得分布Fの不平等度は・

　　　1一去∫1（F1（オ）一μ）脚）4！

　　　　一撮∫二、、Fヂ1（オ畜）脚）雄一∫1脚）認

　　　　　　　　　　　　　　一6一



　　　　一難∫誕1（オ）聯＋R－1）伽∫1脚）諺・…（6）

と表わされる。

　グループ間の所得分布は，

　　　瓦（ズ）＝Pi，　foプ劣∈（μ‘，侮1），　仁0，1，…，々

　ただし，μo＝0，険＋i＝oo，

であるから，

　　　Fバ1（！）＝μ‘，　ノb■’∈（君一1ナ君），　　∫ニ1，…，々

　ただし，f＝1のときP。ニ0《オく君，

となる。また，

　　　∫燐一息力‘μ‘一μ

である。したがって，グループ間の分布瓦の不平等度は，

　　　4一去∫1（片・（オ）一μ）脚）雄

　　　　一離∫葺、職）か∫脚）諺

　　　　一驚μ‘∫1陥云＋凡1）諺一∫詠の諺一……（7）

と表わされる。

　（6），　（7）を合わせると，

　　　・一皇蟹走∫1（片1（云）一角）陥∫＋R一・）姻＋を（8）
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となる。各グループの分布乃（f＝1，…，海）の不平等度は，

　　　石読∫1（飛1（かμ‘）四（∫泓　ガーい・，彦

であるから，　（8）が，

　　　　あ　　　1ニΣα‘研為……一…・一一・…一一・『一……一一（9）
　　　　‘コt

なる形に表現されるためには，スコア関数砂（P≠＋万一・）において，

P‘、1が分離されなければならない。すなわち，

　　　W（力車≠＋君一1）ニ9（ρ‘オ）＋h（万一t）…一……………一…（10）

または，

　　　四（カ‘オ＋八一1）ニ8（カ‘f）h（年玉）・……一……・・………一（11）

と表わされなければならない。関数方程式（10）・（11）の無意味でない

解は，それぞれ，

　　　慰三鴛δ／一…一一…一一一αα）

　　　驚）輩｝一…・一一一………一一……α）

であるn）。

∫1（君一L（∫）一μ‘）4！ニo

11）Acz61〔1〕p．142参照。
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に留意すると，（10’）の場合（8）は，

・一 ｧ準〔謡・雌’（オ）一角溜〕橘

＿幽幽ム＋為
　　‘＝t　μ

となり，自然な形に分解できる。（10’）において，o＝2，0＋δ二一1とお

けば，四（’）＝2オー1となる。第1節で記したように・このスコア関数を

もつ線型尺度はジニ係数である12）。分解のウェイトρ∫2μ1／μは，このグル

ープの人数比と所得比との積である。

　（1r）の場合（8）は，

・一
ｷ餉8努。年1）／麦∫1㈱（吻）（脚）一角）4司＋為

となるが，被積分関数の召の巾の因子力‘を分離できないので，　（9）

のような形には表わせない。

参　考　文　献

〔1〕　Acz61，J．，五＠∫∬プεs　oπFπ”o∫∫o耀1Eσπα∫ゴ。πsσκ4丁肋fr・4ヵμfoα∫foπs，

Academic　Press，1966．

〔2〕青木昌彦r分配理論』筑摩書房，1979年。

〔3〕石弘光r租税政策の効果』東洋経済新報社・1979年。

〔4〕　Gastwirth，」．L，“A　General　Definition　of　the　Lorenz　Curveノ，

E‘o”o加ε加昭，VoL39，1971，pp，1037－9．

〔5〕　Kolm，S．Ch，，“Une（1ual　Inequalities　II，”ノbμプπσ」‘ゾEooπo摺fσThεoプン・　二

Vo1．13，1976，pp．82－111．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝

〔6〕Mehran，F．，LinearMeasures。fInc・meInequalityナ”E‘・”・柳ε∫吻・

VoL44，1976，pp．805－9．

〔7〕豊田敬「所得分布の不平等度一不平等度の比較と尺度一」　r国民経

12）　ジニ係数を1次変換した尺度も分解可能であることはいうまでもない。

　　　　　　　　　　　　　　一　9　一


